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Resumen

En este articulo se presenta una metodologia basada en técnicas metaheuristicas de optimizacion para la solucion del
problema de empaquetamiento 6ptimo bidimensional de piezas rectangulares en placas, considerando la posibilidad
de rotar 90° las piezas y con restricciones de corte tipo guillotina. Este pertenece a la familia de problemas de corte y
empaquetamiento considerados clasicos dentro de la investigacion de operaciones, siendo de gran aplicacion en la
industria y caracterizados por su alta complejidad matematica y computacional. Para su solucién se usa una
codificacion en arbol de cortes. En el analisis de resultados se realizé un estudio computacional con tres algoritmos
basados en la técnica cumulo de particulas. Con el fin de verificar la eficiencia de la metodologia propuesta basandose
en tiempos de computo y calidad de respuestas, se tomaron diferentes casos de prueba de la literatura especializada
pararealizar un benchmarking, que finalmente corrobor6 el desempefio de la metodologia.

Palabras Claves: Empaquetamiento 6ptimo bidimensional guillotinado en placas, Cumulo de particulas, Busqueda
en vecindario variable, Recocido simulado.

INDUSTRIAL ENGINEERING

A comparative study of algorithms based on particle
swarm optimization for solving the 2D guillotine bin packing

Abstract

This article presents a methodology based on metaheuristic optimization techniques for the solution of the two-
dimensional rectangular guillotineable bin packing problem, with and without 90 degrees items rotation. This one
belongs to the family of cutting and packing problems, considered classic problems in the operations research, due to
its big spectrum of application in the industry and its highly mathematical and computational complexity. An
appropriate encoding called slicing tree was developed to work this problem. In the results analysis a computational
study was presented using 3 algorithms based on the particle swarm technique. In order to check the efficiency of the
presented methodology in terms of the computational time and the quality of the answers, different cases of study
from the specialized literature were taken to make a benchmark, that finally corroborated the performance of the
proposed methodology.

Keywords: Two-dimensional guillotineable bin packing problem, Particle swarm optimization, Variable
neighborhood search, Simulated annealing.
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1. Introduccion

En el mundo de hoy, la globalizacion es una
realidad que genera escenarios mas complejos y
competitivos para las empresas, donde para
mantenerse se hace necesario pensar en términos
de optimizacion en todos los frentes que
componen a la organizacion, en especial en un
panorama donde la escasez toma nuevas
dimensiones.

Uno de los principales objetivos de las
organizaciones es generar riqueza, los
desperdicios representan dinero y tiempo perdido
que se refleja en el aumento del precio del
producto final y por consiguiente en la
competitividad de la empresa, una mala decision
en la utilizacion de materiales conlleva aumentos
significativos en el costo de los mismos, tal como
sepuede apreciarenla Figural.

El problema de empaquetamiento Optimo en
placas (mas conocido como problema de bin
packing) consiste en minimizar el material
desperdiciado. La solucién de este es de gran
interés en el sector industrial, comercial y
académico. Enunciando algunos trabajos de esta
tematica con gran aplicacion en la industria estan
relacionados con el problema de disefio de placas de
metal Wy y Kim (2010), corte en la industria de la
lona para la confeccion de carpas, toldos para jeep
y otros, Farley (1990); corte en la industria del
vidrio Dysony Gregory (1976) y Madsen (1979);

corte en la industria de ropas Farley (1988); la
perdida residual en el corte de papel corrugado
Haessler y Talbot (1983) ; cortes en la industria de
la madera Morabito y Garcia (1997) y
Venkateswarlu y Martyn (1992); corte en la
industria del papel Westernlund ez a/. (1995).

En este documento se analiza el caso especifico
donde se debe atender completamente la demanda
de piezas rectangulares a ser ubicadas en placas
idénticas rectangulares y cuyo objetivo es
minimizar el numero de placas necesarias para
realizar el embalaje. Teniendo en cuenta las
siguientes consideraciones:

i) Todas las placas tienen las mismas dimensiones,
unancho Wyunalto H.

ii) La orientacion de las piezas demandadas, es
decir, una pieza de alto 4 y ancho w es diferente de
una pieza de ancho w y alto /4 (sin rotacion). Si se
considera que las dimensiones (4, w) y (w, h)
representan las dimensiones de la misma pieza, se
esta abordando un problema con rotacion.

iii) Los patrones de corte son del tipo guillotina.
En estos cada corte produce dos sub-rectangulos
y van de un extremo al otro del rectangulo
original.

Conjunto de piezas demandadas

ia

2) Un mal empaquetamisnto usaria 2 placas.

b) Un empaquetamiento optimo usaria 1 placa.

Figura 1. Empaquetamiento inadecuado y adecuado.
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Los problemas de corte y empaquetamiento
revisten una alta complejidad matematica, estos
son considerados NP-Duros en un fuerte sentido.
El problema de empaquetamiento 6ptimo de una
dimension fue probado NP-Duro por Garey y
Johnson (1979) y Martello et al. (2003). El
problema identificado en esta categoria no
significa que no puede resolverse y se deben
proponer algoritmos de solucion que exploten de
forma eficiente la estructura matematica del
mismo para que se encuentren soluciones a la
mayoria de las instancias del problema en tiempos
de ejecucion relativamente pequefios.

Este problema ha sido ampliamente tratado en
diferentes campos de la optimizacion, como lo son
la optimizaciéon exacta y la aproximada
(heuristicas y metaheuristicas). Lodi et al. (1999)
y (2002) realizan un resumen del estado del arte
del problema de bin packing, describen los limites
disponibles, algoritmos exactos y aproximados.
De los métodos exactos con mejor desempetio esta
el propuesto por Amico et al. (2002), este
determina un limite inferior al problema con
rotacion 'y lo resuelve con un algoritmo branch
and bound. Puchinger y Raidl (2006) consideran
un problema tipico de manufactura de vidrio:
three-stage two-dimensional bin packing problem
donde el nimero de cortes guillotina no puede
exceder 3 etapas. Estos disefiaron dos modelos
lineales enteros de tamafio polinomial y un
algoritmo branch-and-price basado en una
formulaciéon de cubrimiento para el problema
bidimensional.

Dentro de los algoritmos heuristicos con mejor
desempefio estan, finite best fit strip (FBS) y finite
first fit (FFF) presentados por Berkey y Wang
(1987) para el problema sin rotacion. Lodi et al.
(1999) adaptan los algoritmos FBS y FFF para el
problema con rotaciéon y presenta una
aproximacion floor ceiling (FC). Ademas,
prueban que FC tiene un mejor desempeiio que
FBSyFFF.

Existe una gran cantidad de algoritmos
aproximados que han venido siendo adaptados
usando  técnicas metaheuristicas. Lodi et al.
(2002) introducen un algoritmo de busqueda tabti
que explora el espacio de solucion independiente
del problema haciendo uso de un tamafio y

estructura de vecindad dinamica. La busqueda
considera conceptos de heuristicas constructivas.
Lodi et al. (2002) adaptan una heuristica
constructiva para el problema con rotacion
introduciendo el concepto de pseudo-pieza y
favorece la orientacion vertical de la pieza cuando
esposible.

Faroe et al. (2003) extiende la aproximacion de
Dowsland (1993) para el problema sin rotacion,
utilizando una busqueda local guiada donde el
vecindario es explorado a través de intercambios
aleatorios de piezas embaladas de una placa a otra.
La infactibilidad de las piezas sobrepuestas es
penalizada en la funcidon objetivo. La busqueda
finaliza cuando la incumbente logra un valor
propuesto o un periodo de tiempo fijado es
alcanzado.

Nuevos algoritmos aproximados han sido
disefiados para resolver otras variantes del
problema de bin packing. Por ejemplo, Binkley y
Hagiwara (2007) describen para el problema no-
guillotina la heuristica de cuatro esquinas que es
usada en conjunto con un algoritmo paralelo auto-
adaptativo de recocido simulado y un algoritmo
genético.

Las técnicas metaheuristicas han mostrado su gran
potencial como herramientas de solucién en
variados campos de aplicacion por su eficiencia en
cuanto a tiempos de solucién y calidad de las
respuestas obtenidas. En este trabajo se estan
proponiendo 3 algoritmos basados en la técnica
cumulo de particulas para la solucion del problema
bin packing con y sin rotacion, ademds de
presentar un andlisis y una comparacion de las
respuestas obtenidas respecto a las del estado del
arte de la literatura especializada. La estructura de
este articulo es la siguiente: descripcion del
problema, modelo matematico, metodologia de
solucion, analisis de resultados y conclusiones.

2. Descripcion del problema

El problema de bin packing presenta dos variantes:
con y sin rotacion de piezas. La primera consiste
en cortar de un conjunto de rectangulos que se
denominan placas (objetos) de alto H'y ancho W,
un conjunto de rectangulos de cardinalidad » que
se denominan piezas (items), de alto 4, y ancho w,
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(dondei =1,..., n). Una pieza (h, w) es equivalente
aunapieza (w, h).

El objetivo dado por la ecuacion (1), es minimizar
Z, el nimero de placas necesarias para embalar la
totalidad de las piezas demandadas, Z, es una
variable binaria que indica si la placa / fue o no
usada.

M
min Z Z, (D
=1
Sujeto a:

* Las piezas empacadas no deben superar los
limites de las placas.

» Las piezas no deben sobreponerse entre ellas
mismas.

* Solo es permitido el uso de cortes tipo guillotina.

La segunda variante del problema (sin rotacion)
difiere en la definicion anterior en la condicion de
orientacion de las piezas, por lo tanto una pieza (4,
w) no es equivalente a una pieza (w, h).

2.1 Modelo Matematico

Ben et al. (2008) sugiere un modelo de
programacion lineal entera mixta, considerando
todas las restricciones descritas en la definicion
del problema y utilizando un sistema de
coordenadas para la ubicacion de piezas.

Se asume que existen n piezas que pueden ser
cortadas de un conjunto de placas de ancho W'y
altura H. Para un patrén de corte donde la esquina
inferior izquierda de cada pieza k (k =1, 2,..., n) es
ubicada en las coordenadas (a, f,), se pueden
obtener dos series (X, X,...,x,) Y (V, V»-...,y,) al
realizar un ordenamiento decreciente de las series
(a, o,..., a)y (B, B,.., B,)respectivamente, se
obtiene 0<x,<x,<...<x,<Wy0<y <y, <...<y,
<H.

Para obtener un modelo lineal entero, es utilizado

el siguiente conjunto de variables binarias para
representar la ubicacion de las piezas en la placa:

1 si la placa / fue usada
"~ 10 de lo contrario
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1 si la pieza k es empacada en la coordenada
(lj) de la placa /

0 de lo contrario

l/kl

Las siguientes variables de decision intermedias
también son necesarias para garantizar que no
existan traslapes entre piezas:

1 si la pieza en (i,j) no excede
U, =1 (horizontalmente) x, con i">ienlaplacal

0 de lo contrario

1 si la pieza en (ij) no excede
(verticalmente) y, conj'>jenlaplaca/

0 de lo contrario

Los siguientes tres conjuntos de variables binarias
son necesarios para garantizar las restricciones
guillotina:

. . - . .
1,sino haypieza entre, (l]’jl) y(l -1, ]2)
que exceda x. (consecuentemente un corte
vertical en x, no cruza ninguna p1eza

p = empacadaentre (1 ]1) (z -1 ]2)) i'>1i
e enlaplaca /

0, de lo contrario

1,sino haypieza entre, (i i)y (i, 7=1)
que exceda Y, (consecuentemente un corte
horizontal en y, no cruza mnguna pleza

g..,= empacadaentre (z Jl)y (i j-1)), j'>J,
~ |enlaplaca /

0, de lo contrario

1, si existe minimo una pieza empacada
d... _Jentre (l Jl) Y(lz,jz 1) enlaplaca/

0, de lo contrario

La formulaciéon completa del problema de
empaquetamiento Optimo bidimensional en
placas (sinrotacion) es la siguiente:
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Minimizar ;:1 Z, o
sujetoa 0<x, <x,<..<x, .
0Sy1Sy2 <. 2y, (4)
SNz, <1 VEVI )
LK,
i=1 j=1
> . (6)
ZZ Ziggy <1 Vj VI
=1 k=1
> (7
ZZ Ziw <1 ViV
=l k=1

. (®)
Zl Zzij,k,l Vl,V],Vk, Vl

xomx = Dwz 2, VW VLYV >, ©)
2 Mk, i
X=X, = YWz 2 W YN YL >, (10)
k=1
Vo= v, =2z 2 (0 —D)H VLYY, a1
k=1
Yp=X;i— thzi,j,k,/ zu, o H NN VNG >, (12)
k=1
b b on
(l—df,,,;,,_/,,,-,‘.z) 23NNz -l ViYLV Y >0 > (13)
i=i, j=j, k=1
Jr _n
Piiiu S 200 Zegur Vi VLY, > V> 0 (14)
i, k=1
i'-1 Jjo n
P < Zzz Z, ik Vi,Vj,VI,Nj, > Vi >, (15)
i=i, j=j, k=1
i-1
(i - il)(jz —it l)pil,i',jl,jz,/ < Z zui,j,i',l Vi, Vi, Vl,Vj2 > i, Vi> i, (16)
i=iy j=j,
Gyigogs S22 Zipas TV VLY > 0.9 > (17)
i=i, k=1
i j'-ln
a SISz VilViLVLY > i (18)
’ i=i, j=j k=1
i -
G=i)@=i+0)g,, 0 <2 Vi, Vi, VYL, >0, Y)'> i, (19)
i=ij=j

i J;
dil,iz,j],jz,l+ Z Pt 2 Do >1 VZI,V]I,VZ,Vlz >0,V > J (20)

i=i+1 J=j+1
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n n
W2x+> > wz . Vi

(21)
J=1 k=1
H2y +3 > hz 0 Vi, (22)
=l k=1
z €401} Vi), Vk,VI (23)
u,,, €{0,1} Vi,Vj,VLVi'>i, (24)
Vi €401} Vi,V ), 25)
i1,/ vjzvl,pi]’ibjlajzal, qilJle,sz = {0’1} VZ’ W’VI’ VIZ > il’vjz >j1’ (26)

En la formulacion anterior, las restricciones (5),
(6) y (7) garantizan que cada posicion horizontal o
vertical sea ocupada por exactamente una pieza y
cada pieza es empacada exactamente una vez.
Con la restriccion (8) se garantiza la generacion
de placas suficientes para embalar la totalidad de
las piezas. Las restricciones (9)-(12) tienen como
objetivo evitar traslapes entre piezas.

Las restricciones (13)-(20) determinan cortes tipo
guillotina en cada area rectangular. Si las
restricciones guillotina son satisfechas para cada
area rectangular, entonces también se cumple para
todo el patron de corte.

Finalmente las restricciones (21) y (22) garantizan
que ninguna pieza exceda horizontalmente el
ancho W y que ninguna pieza exceda
verticalmente la altura H, considerando que la
funcion objetivo es minimizar el nimero de placas
necesarias para embalar todas las piezas
demandadas (ver ecuacion (2)).

En este modelo existen muchas restricciones y
variables binarias (cerca de 3n’/4 variables
binarias y 2n’ restricciones). Sin embargo gran
parte de las restricciones no son activadas en
forma simultanea (por ejemplo, existe siempre
unarestriccion redundante entre (9) y (10)).

El modelo presenta una alta complejidad
matematica que en la practica lo hace inexplotable
através del software y hardware actual disponible
para la programacion entera mixta (para mas
detalle de este modelo ver Ben et al. (2008)).
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3. Metodologia
3.1 Codificacion

Wong et al. (1988) presentan un tipo de
codificacion de datos para el problema de disefio
de planta a través de una estructura de arbol de
cortes. Una de las grandes ventajas de la aplicacion
de esta representacion en el problema de
empaquetamiento, es la generacion de patrones de
corte tipo guillotina. Diferentes metodologias
propuestas han corroborado la efectividad de la
codificacion en arbol de cortes, en especial la
presentada por Kroger (1995), Cui (2007) y Toro
et al. (2008). El éxito de las estructuras tipo arbol
de cortes, es su capacidad de representacion de
datos jerarquicos y facil adaptacion de las
técnicas numéricas de conglomerados (clusters).

Un arbol de cortes se define como: un arbol con
raiz, donde cada nodo interno (padre) representa la
posicion y la forma como se realiza el corte sobre
el material (horizontal o vertical), mientras los
nodos hoja (nodos terminales) representan las
dimensiones de los sub-espacios generados para
cortar las piezas agrupadas.

La aplicacion de técnicas de conglomerados
permite agrupar las piezas a cortar en grupos de
igual forma geométrica. En los problemas donde
la rotacion de piezas es permitida se generan 2n
(donde n es el numero de tipos de piezas
disponibles) para su posterior agrupacion.

Diferentes propuestas que usan codificacion en
arbol de cortes realizan el proceso de busqueda
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sobre todos los posibles arboles, lo que da lugar a
un espacio de busqueda de gran tamaifo.
Propuestas como Toro et al. (2008) delimitan y
reducen el nimero de niveles y nodos por nivel del
arbol de busqueda obteniendo un espacio de
busqueda menor y con bajo riesgo de eliminar el
arbol 6ptimo, en este el arbol de cortes se restringe
al uso de arboles binarios completos con tres
niveles.

La Figura 2 ilustra el arbol de cortes y la
disposicion de las piezas sobre los sub-espacios
resultantes para el problema de empaquetamiento
en placas. En cada sub-espacio generado se deben
ubicar las piezas con igual dimension, a fin de
maximizar el area utilizada y conservar las
restricciones tipo guillotina. En este arbol de cortes,
los nodos que lo constituyen identifican la orientacion
(horizontal o vertical) y la distancia a la cual debe
realizarse el corte sobre la placa.

3.2 Cailculo dela funcién objetivo por placa

Obtenidos los sub-espacios se debe realizar la
ubicacion de las piezas. Este proceso se lleva a
cabo usando el algoritmo constructivo mejor-
ajuste (best-fit), debido a que, conserva las

restricciones tipo guillotina y embala la mayor
cantidad de piezas por sub-espacio.

NI L. . o
max{mmﬂ—’J . {fJ,Plezas disponibles tipo l} W, - l,}
Wi i

Vi,vj;iz1327“'7’1;].:1’2"“’8 (27)

El algoritmo constructivo best-fit consiste en
encontrar el conjunto de piezas idénticas que
maximiza la utilizacion del area del sub-espacio j,
sujeto a la restriccion del numero de piezas i
disponibles. La ecuacion (27) expresa
formalmente el algoritmo best-fit. El calculo de la
funcion objetivo consiste en aplicar la ecuacion
(27) a cada sub-espacio generado por el arbol de
cortes (donde W, es el ancho y L, es el largo del
sub-espacio j, mientras w, y /, son el ancho y largo
de las piezas demandadas).

La funcion objetivo general del problema es el
niumero de placas necesarias hasta realizar el
embalaje completo de las piezas demandadas. Por
lo tanto, la idea es una metodologia incremental y
secuencial en la cual se van utilizando placas hasta
suplir la demanda de piezas.

Figura 2. El arbol de cortes y disposicion de las piezas.

119



Ingenieria y Competitividad, Volumen 13, No. 1, p. 113 - 130 (2011)

3.3 Metodologia de solucion

La codificacion propuesta en este estudio
garantiza la factibilidad en cuanto a las
restricciones de corte tipo guillotina. Este tipo de
codificacion y calculo de la funcion objetivo
permiten llevar las restricciones tecnologicas
(traslapes, cortes guillotina y limites de la placa)
del problema de forma implicita.

Como se mencion¢ el arbol de cortes se representa
por dos arboles independientes entre si, el primero
representa la orientacion de cortes y el segundo
las distancias de los cortes (representados por las
variables Oy D). El esquema de optimizacion para
una placa de material se ilustra en la Figura 3. El
Algoritmo [ realiza una busqueda exhaustiva
sobre el arbol O, el Algoritmo /1 recibe los arboles
O y determina las distancia Optimas de estos y
corresponde a la aplicacion de las técnicas
metaheuristicas.

Dado que el esquema de la Figura 3 representa el
proceso de optimizacion realizado por placa, se
deben resolver / problemas consecutivos, siendo /
el nimero minimo de placas necesarias para
embalar la totalidad de las piezas. Para esto el
esquema de optimizacion consiste en repetir los
algoritmos / y II actualizando el inventario de
piezas utilizadas en cada placa, por lo tanto la
demanda de piezas va siendo satisfecha mientras
evoluciona el proceso.

Algoritmo D’

Algoritmo 0
e

I 11

A 4

Figura 3. Esquema de optimizacion por placa.

Algoritmo I

Este algoritmo genera los posibles arboles de
orientacion de los cortes. Debido a que el arbol es
restringido a sélo el uso de arboles binarios
completos de 3 niveles, el resultado de este
algoritmo siempre dard como resultado 128
diferentes arboles de orientacidén, cada uno de
estos es usado como dato de entrada para el
algoritmo /1.

Algoritmo II

En este algoritmo se hace uso de las técnicas
metaheuristicas de optimizacion, tal como se
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menciono, se proponen tres diferentes algoritmos
de optimizacion:

*Algoritmo Optimizaciéon Cumulo de
Particulas.

*Algoritmo Hibrido Optimizacion Cumulo de
Particulas y Busqueda en Vecindario Variable.

*Algoritmo Hibrido Optimizacion Cimulo de
Particulas, Recocido Simulado y Algoritmo
Genético.

3.4 Algoritmo Optimizacién con Cimulo de
Particulas (A,,)

El algoritmo optimizaciéon con cumulo de
particulas (Particle Swarm Optimization, PSO)
usa un simple mecanismo que imita el
comportamiento de las bandadas de pajaros y los
cardumes de peces en cuanto a la forma en que
guian sus desplazamientos a fin de encontrar
alimento y refugio, considerados como su
objetivo primordial (Kennedy y Eberhart, 1995;
Zhi-Hui et al. 2009).

Este algoritmo puede ser computacionalmente
ineficiente al quedar atrapado facilmente en
optimos locales cuando resuelve problemas como
el de corte y empaquetamiento Optimo, cuyo
espacio de solucion es multimodal; esto ha hecho
que el campo de aplicacion de la metodologia este
un poco limitado. Sin embargo, acelerar la
velocidad de convergencia y evitar los optimos
locales se han convertido en objetivos importantes
en lainvestigacion del PSO, (Liang et al. 2006).

Para mejorar la eficiencia y acelerar el proceso de
btisqueda es fundamental determinar el estado de
evoluciony la seleccion de parametros adecuados,
con el fin de evitar la convergencia prematura,
situacion que genera Optimos locales de mala
calidad. Algunas modificaciones se han planteado
introduciendo operadores como la seleccion,
cruzamiento, mutacion y busqueda local.

En PSO, las particulas representan soluciones
potenciales, a cada particula i se asocian dos
vectores, velocidad ¥, = /v, v/, ..., v"] yposiciéon
X =/x' x' .., x"] (siendo M el nimero de
caracteristicas que determinan el tamafio del



Ingenieria y Competitividad, Volumen 13, No. 1, p. 113 - 130 (2011)

espacio de solucion). La velocidad y la posicion de
cada particula son inicializadas con vectores
generados aleatoriamente en un rango (de 0 a 1)
con una distribucion uniforme. Durante el proceso
de evolucioén, la velocidad y la posicion de la
particula i se actualizan mediante las expresiones
(28)y (29) respectivamente.

V' =w V" 4 ¢ -rand)” -(Ubest,.’" -x;" )+
¢, -rand," -(gbesti”’ -x" ) (28)

X = ! (29)

En lapoblacion, cada particula representa un arbol
de alternativa (D,), es decir, cada particula esta
compuesta por un arbol binario completo de 7
nodos, donde cada nodo toma un valor de cero a
uno, representando la distancia en proporcion en la
cual debe ser realizado el corte sobre la placa. El
célculo de la funcion objetivo para cada placa se
realiza como fue definida anteriormente y como
indica la metodologia el algoritmo PSO es
ejecutado para cada placa hasta que toda la
demanda de piezas sea satisfecha. A diferencia de
otros algoritmos de optimizacion, el PSO es del
tipo elitista al conservar dentro de la poblacion la
configuracion incumbente, la cual es actualizada
en cada generacion.

El algoritmo A,, propuesto se inicializa con una
poblacion generada de forma aleatoria (Paso 1), e
identificada la mejor funcién objetivo de la
poblacion denominada lider (gbest) (Paso 2). Para
el primer ciclo generacional calcular el pbest
(mejor posicion que ha visitado la particula i)
(Paso 3.1), de lo contrario se analiza si el pbest de
cada particula debe cambiar, es decir, si la nueva
posicion de la particula es de mejor calidad que su
anterior (Paso 3.2.1), ademas, se debe calcular si el
lider de la poblaciéon actual ha cambiado
(actualizar el gbest, Paso 3.2.2). Por ultimo se
calcula la velocidad de cada particula y se
actualiza su posicion (Paso 4). Estos pasos se
repiten hasta un nimero maximo de ciclos
generacionales (Paso 5). El diagrama del
algoritmo A, se presenta en la figura 4.

3.5 Algoritmo Hibrido Optimizacion con
Cimulo de Particulas y Busqueda en
Vecindario Variable (A ,q.yxs)

El segundo algoritmo es una combinacion entre el
PSO y la busqueda en vecindario variable. El
algoritmo PSO presenta parametros que deben ser
calibrados, la inadecuada calibracion de estos
puede conducir el proceso a una convergencia
prematura. Con el fin de dar solucion a este
problema, se propone una modificacion al
algoritmo bdasico PSO introduciendo en la
metodologia un procedimiento basado en Ia
busqueda en vecindario variable. En este se
controla el numero de nodos del arbol de
distancias a los cuales se les actualiza la posicion,
lo cual hace que el algoritmo reduzca su velocidad
de convergencia evitando quedar atrapado en
optimos locales, también permite visitar otras
regiones del espacio de solucion que sean
interesantes.

El vecindario N, (donde, k € {1,2,..., k,,}, siendo,
k,.. el nimero de nodos padres del arbol de cortes)

se define como & nodos padres aleatorios del arbol
de cortes que deben mudar de valor, si:

k=1, entonces, N, = {nodo i, debe cambiar de
valor; donde i, es un nimero aleatorio entre [/ -

k] ¥

k=2, entonces, N, = {nodo i, y nodo i, deben
modificar su valor; donde i, y i, son nimeros
aleatoriosentre[/-k, | ei #i,}

k=1, entonces, N, = {nodo i,, V k mudan de valor,
siendo, £k = 1, 2,..., I; donde i, es un nimero
aleatorioentre [/ -k, |ei, #1, # ... #1,}

Por lo tanto, el conjunto de vecindarios resultante
esN={N,N,...N,...,N,,.}.

La inclusion de este procedimiento en la
metodologia presenta como desventaja el
incremento en el tiempo computacional y como
ventaja la mejora en la diversificacion de la
poblacién. Lo anterior se logra dado que en cada
iteracion solo se calculan las velocidades de los
nodos que hacen parte del vecindario de la
particula. Al igual que el VNS Basico
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Paso 1. Inicializar Pardmetros: Variable Tamafo de la poblacion, Variable w (Inercia),
Variable C1 (Conocimiento Individua)l, Variable C2 (Conocimiento Grupal),
Variable  Numero de Ciclos
Hacer Variable t=1
Hacer Variable Poblacion = Funcion_Generar Poblacion_Inicial (Variable Tamafo de la
poblacion)
Ir al Paso 2

Paso 2. Hacer Variable Gbest = Funcion_Seleccionar Lider (Variable Poblacion)
Ir al Paso 3

Paso 3. Si Variable t=1 ir al Paso 3.1.
De lo contrario ir al Paso 3.2

Paso 3.1. Hacer Variable Pbest.Particula ;= Variable Poblacion.Particula;
Ir al Paso 4

Paso 3.2. Si Funcion_Calcular Funcion_Objetivo(Variable Poblacion.Particula;) es mayor que
Funcion Calcular Funciéon Objetivo(Variable Pbest.Particula;) ir al Paso 3.2.1.
De lo contrario ir al Paso 4

Paso 3.2.1. Hacer Variable Pbest.Particula; = Variable Poblacion.Particula;
Si Funcion_Calcular Funcion_Objetivo (Variable Poblacion.Particula; ) es mayor que
Funcién Calcular Funciéon Objetivo (Variable Gbest) ir al Paso 3.2.2.
De lo contrario ir al Paso 4

Paso 3.2.2. Hacer Variable Gbest = Variable Poblacion.Particula;
Ir al Paso 4

Paso 4. Ecuacion (28) - Hacer Variable velocidad = Funcion Calcular Velocidad (Variable w,
Variable Poblacion, Variable Pbest, Variable Gbest, Variable C ;, Variable C, )
Ecuacion (29) - Hacer Variable Poblacion = Funcion_Actualizar Posicion (Variable
Poblacion)
Hacer Variable t= Variable t+ 1
Ir al Paso 5

Paso 5. Si Variable t = Variable Numero de Ciclos, terminar algoritmo.
De lo contrario ir al Paso 2

Figura 4. Pasos del algoritmo A,

(Mladenovic y Hansen (1997)) si la nueva
particula no presenta mejora se muda de
vecindario a uno mas grande, de lo contrario su
vecindario cambia por la minima vecindad
definida (alterar solo un nodo). La combinacion
de estos algoritmos mejora significativamente la
calidad de la solucion.

El algoritmo hibrido PSO y VNS propuesto inicia
definiendo un conjunto de vecinos para cada
particula, iniciando con un vecindario reducido.
La poblacion inicial se genera de forma aleatoria
(Paso 1), el lider (gbest) de la poblaciéon es
identificado (Paso 2). Si es el primer ciclo
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generacional entonces debe calcularse el pbest
(mejor posicion que ha visitado la particula i)
(Paso 3.1). De lo contrario, se analiza si la nueva
posicion de la particula es de mejor calidad que la
anterior (Paso 3.2) y actualiza el pbest, el
vecindario de la particula se regresa al minimo
(Paso03.2.1), ademas, se debe calcularsi el lider de
la poblacion actual ha mudado (actualizar el gbest,
Paso 3.2.3). De lo contrario, el vecindario de la
particula se promueve al siguiente (Paso 3.2.2).
Por ultimo, se calcula la velocidad de cada
particula solo para las caracteristicas que hacen
parte del vecindario y actualizada su posicién
(Paso 4). Estos pasos se repiten hasta un niimero
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maximo de ciclos generacionales (Paso 5). La
Figura 5 ilustra el diagrama del algoritmo A ¢, yxs»
en la Figura se expresa la funcidn
Calcular_Velocidad Solo Nodos_Vecindario,
esta consiste en evaluar la ecuacion (28) solo en
los nodos que pertenezcan al vecindario actual de
cada particula.

3.6 Algoritmo Hibrido Optimizacion con
Cimulo de Particulas con el operador
mutaCién (APSO+Mumci6n)

El algoritmo propuesto se inspira en las
caracteristicas del camulo de particulas (PSO),
recocido simulado (SA, Kirkpatrick, efal. 1983)y
algoritmos genéticos (GA, Holland 1975).

El PSO opera como algoritmo maestro para guiar
el proceso de busqueda; el SA y GA se usan como
estrategias para realizar la intensificacion y
diversificacion en el proceso de exploracion del
espacio de soluciones, efectuando cambios en las
posiciones de las particulas usando la filosofia de
la mutacion de los genéticos y la temperatura del
recocido simulado.

La ecuacion (30) define el mecanismo de
transicion, en esta se involucran: el valor actual del
nodo i (valor de la caracteristica i de una particula
de la poblacidn) del arbol de distancias, el nimero
de iteracion actual, el nimero de iteraciones
totales y un Epsilon (donde €, es el minimo
porcentaje para generar un cambio en las
distancias. La ecuacion (30) se desarrolla
emulando el comportamiento de la variable
temperatura del algoritmo recocido simulado, con
la cual al inicio del proceso se calculan valores que
contienen una gran componente aleatoria y al final
conuna gran componente deterministica.

. Y 1) k )
nodo i) nodol)jrand);j/j\/ljmjjﬁ
(30)

En este algoritmo se incluye el operador de
mutacion propio de los algoritmos genéticos,

(Gallego et al. 2006) en el algoritmo PSO, donde
la mutacion se define como la modificacion del
valor de un nodo del 4rbol de distancias a través del
mecanismo de transicion de la ecuacion (30). Esta
caracteristica evita la homogenizacion de la
poblacion, a la vez que utiliza un mecanismo
especializado de transicion entre soluciones que
ha presentado excelentes resultados en trabajos
como los de Alvarez et al. (2009) y (2010).

Dado que el algoritmo PSO presenta algunas
similitudes con los algoritmos evolutivos,
diferentes autores han propuesto la inclusion del
operador mutacion en el algoritmo PSO
Zhi-Hui et al. (2009); Liang et al. (2006); Andrews
(20006); Carlisle y Dozier (2000) entre otras. Como
fue anteriormente mencionado estas operaciones
hibridas normalmente se implementan en cada
generacion Liang et al. (2006), Andrews (2006) o
en un intervalo prefijado, (Carlisle y Dozier 2000)
o son controladas por una funciéon de adaptacion
definida para el caso especifico, en este estudio en
cada generacion tiene la probabilidad de utilizar el
operador de mutacion.

El algoritmo A,, con el operador mutacion inicia
con una poblacion generada aleatoriamente (Paso
1), se calcula el lider (gbest) para esta poblacion
(Paso 2). Si es el primer ciclo generacional,
calcular el pbest (mejor posicion que ha visitado la
particula i) (Paso 3.1). De lo contrario se analiza si
el pbest de cada particula debe cambiar, es decir, si
la nueva posicion de la particula es de mejor
calidad que la anterior (Paso 3.2.1), ademas, se
debe calcular si el lider de la poblacion actual ha
cambiado (actualizar el gbest, Paso 3.2.2). Por
ultimo, se genera un nimero aleatorio, si este es
menor que la taza de mutacion, entonces para una
particula aleatoria de la poblacion es modificada
su posicion usando la ecuacion (30) (Paso 4.1). De
lo contrario, se calcula la velocidad de cada
particula y es actualizada su posicion (Paso 4.2).
Estos pasos se repiten hasta un nimero maximo de
ciclos generacionales (Paso 5). La figura 6 ilustra
el diagrama de flujo de datos del algoritmo

APSO+Mutacién‘
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3.7 Calibracion de parametros

El ajuste de parametros es de gran relevancia en el
proceso de implementacidon de una técnica
metaheuristica porque estan directamente
relacionados con la calidad de las respuestas
encontradas en la soluciéon de un problema
especifico. En general no existe un método exacto
y eficiente para realizar la calibracion de
pardmetros de las diferentes técnicas
metaheuristicas, cominmente estos algoritmos
son parametrizados a través de la combinacion de
una busqueda exhaustiva y un analisis estadistico
dela calidad de los resultados.

Zhi-Hui et al. (2009) presentan un rango de
valores reducido para los parametros del
algoritmo PSO, el cual se reduce
considerablemente el espacio de busqueda de los
valores Optimos.

En este estudio se conserva la filosofia de los
operadores de mutacion de los algoritmos
genéticos, donde la probabilidad de que ocurra
una mutacion en la poblaciéon es muy pequefia.
Para esto se realiz6 el mismo proceso de
calibracion para los rangos propuestos del
parametro de mutacion en el trabajo de Gallego et
al. (2006). Los valores resultantes de la
calibracion de parametros se ilustran en la Tabla 1.

4. Analisis de resultados

Con el fin de validar la calidad de las respuestas
obtenidas del problema solucionado se
seleccionaron 145 casos de la literatura
especializada asi: 3 casos de prueba clasicos
presentados por Christofides y Whitlock (1977), 12
casos de prueba propuestos por Beasley (1985) y
130 casos de prueba tomados de la gran libreria

Tabla 1. Valores de parametros de los algoritmos
implementados

Pariametros Algoritmo
APSO APSOH/,\IS APSU+Mmaclén

Tamaiio de la P oblacion 100 100 100
Numero de Ciclos 100 100 100
¢l (Conocimiento Individual) 2.05 2.05 2.05
c2 (Conocimiento Grupal) 2.05 2.05 2.05
w (Inercia) 0.6 0.6 0.6
Numero de Niveles 3 3 3

Tasa de Mutacion 0.03
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presentada por Lodi ef al. (2002) y disponible en
linea en Lodi et al. (1997). En resumen se usaron 70
casos de prueba que pertenecen a la categoria de
problemas de empaquetamiento de gran escala,
mientras los 75 restantes pertenecen a las categorias
de pequena y mediana escala (menos de 60 piezas).
Diferentes estudios han utilizado estos casos de
prueba para realizar sus analisis en una especie de
benchmark de las metodologias propuestas, una
descripcion mas detallada del desarrollo de los
casos de prueba es presentada en Lodi et al. (1997).

Todos los algoritmos se desarrollaron en Delphi
7,0®, sobre un ordenador con unas especificaciones
de un procesador Pentium 4 de 3.0 GHz y una
memoria RAM de 1 GB. Cada algoritmo se ejecuto
20 veces para todos los 145 problemas, usando los
parametros encontrados con la recombinacion
realizada experimentalmente. Como la poblacion
inicial fue dada mediante una funcion aleatoria, todas
las ejecuciones de cada algoritmo tienen una semilla
diferente. La solucion obtenida en cada ejecucion, se
midi6 con relacion a la solucidn oOptima y se
compararon los resultados entre los 3 algoritmos.

4.1 Resultados computacionales

En las Tablas 2 y 3 se presentan para todos los casos
de prueba la mejor solucion alcanzada por los
algoritmos propuestos y la mejor solucion reportada
en la literatura especializada con su respectivo autor.
En estas tablas se utilizan diferentes simbolos para
representar la calidad de las respuestas obtenidas, para
esto se usa la siguiente codificacion de los resultados:

El simbolo  representa una respuesta igual a la
reportada en la literatura especializada.

El simbolo ’ representa una respuesta mejor que la
reportada en la literatura.

El simbolo ‘ representa una respuesta inferior a la
reportada en la literatura.

Ademas de esto, para los primeros 15 casos de
prueba los resultados estan dados por el nimero de
placas utilizadas, mientras en los 130 casos de la
libreria de Lodi ef al. los resultados estan dados
como el promedio de cada grupo de 10 casos de la
relacion, nimero de placas de la solucion sobre
numero de placas del problema relajado (mas
conocido como limite inferior).
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Tabla 2. Mejor solucion obtenida para los problemas de bin packing sin rotacion.

Casos Mejor Mejor
. . . i Solucién
Me_](.)l" Me]f)'l' Lodi et al S’ﬂ;’;’i’;; Comeidn
Solucién  Solucion Namero Limite Inferior Limite Inferior
Caso  Obtenida Conocida Autor de Autor
Clase| Piezas
Vigoy
Martello
CGCUTI 2¢ 2 Lodi 1 100 1.05°¢ 1.028 (1998)
Vigoy
Martello
CGCUT2 2° 2 Lodi 3 20 1.18° 1.120 (1998)
Vigo y
Martello
CGCUT3 23¢ 23 Lodi 3 100 1.09° 1.086 (1998)
Vigo y
Martello
NGCUT1 3¢ 3 Vigo y Martello (1998) 5 20 1.13°¢ 1.040 (1998)
Vigoy
Martello
NGCUT2 4 4 Bekrar y Kacem (2008) 5 40 1.09°¢ 1.050 (1998)
Vigo y
Martello
NGCUT3 3¢ 3 Bekrar y Kacem (2008) 5 100 1.09°¢ 1.086 (1998)
Vigo y
Martello
NGCUT4 24 2 Bekrar y Kacem (2008) 7 40 1.07°¢ 1.066 (1998)
Vigo y
Martell
NGCUTS5 3¢ 3 Bekrary Kacem (2008) 7 | 100 1.04° 1.036 (1998)
Vigoy
Martello
NGCUT6 3 3 Bekrar y Kacem (2008) 8 20 1.12°¢ 1.056 (1998)
NGCUT7 1¢ 1 Bekrar y Kacem (2008) 8 100 1.04¢ 1.040 Lodi
Vigo y
Martello
NGCUTS 2°¢ 2 Bekrary Kacem (2008) 9 60 1.01°¢ 1.002 (1998)
Bekrar y Kacem (2008) Vigoy
Martello
NGCUT9 34 3 Bekrar y Kacem (2008) 9 100 1.01¢ 1.000 (1998)
Vigoy
Martello
NGCUTI0 3¢ 3 BekraryKacem (2008) 1o | 40 1.09¢ 1.056  (1998)
NGCUTI11 24 2 Bekrar y Kacem (2008)
NGCUTI12 4 4
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Tabla 3. Mejor solucion obtenida para los problemas de bin packing con rotacion.

Casos Mejor Mejor
Mejor Mejor Lodi et al. Solucidn Solucidn
Solucién Solucion Numero__2btenida Conocida
Caso  Obtenida Conocida Autor de Limite Inferior Limite Inferior| A utor
Clase Piezas

CGCUTI 2 2 Lodi 3 60 1.07° 1.12 Lodi
CGCUT2 2 2 Lodi 7 20 1.08° 1.17 Lodi
CGCUT3 23 23 Lodi 7 60 1.06° 1.16 Lodi
NGCUTI 3¢ 3 Bekrar y Kacem (2008) [ 7 80 1.06° 1.17 Lodi
NGCUT2 4 4  Bekrar y Kacem (2008) | 8 40 1.07° 1.19 Lodi
NGCUT3 3¢ 3 Bekrar y Kacem (2008) | 8 60 1.06° 1.18 Lodi
NGCUT4 2 2 Bekrary Kacem (2008) | 8 80 1.05° 1.15 Lodi
NGCUT5 3¢ 3 Bekrary Kacem (2008) [ 8 100 1.04° 1.17 Lodi
NGCUT6 3¢ 3 Bekrary Kacem (2008) [ 9 20 1.00¢ 1.00 Lodi
NGCUT7 14 1 Bekrary Kacem (2008) [ 9 40 1.01¢ 1.01 Lodi
NGCUTS 2¢ 2 Bekrary Kacem (2008) | 9 60 1.01¢ 1.01 Lodi
NGCUT9 3¢ 3 Bekrary Kacem (2008) [ 9 80 1.01¢ 1.01 Lodi
NGCUT10 3¢ 3 Bekrary Kacem (2008) | 9 100 1.01¢ 1.01 Lodi
NGCUTI11 24 2 Bekrar y Kacem (2008)
NGCUTI2 4 4 Bekrar y Kacem (2008)

Como indice de calidad de las respuestas se utilizo
el error porcentual (conocido en la literatura como
approximation ratio), este se define como el
porcentaje de desviacion de la respuesta obtenida
por el algoritmo con respecto a la mejor solucion
reportada en la literatura. La ecuacion (31) define
formalmente el error porcentual. Los descriptores
estadisticos de la calidad de la solucion de cada
algoritmo son la media del error (error medio) y la
desviacion estandar del error. El error medio se
calcula como el error promedio de la muestra y la
desviacion estandar del error se define como la
dispersion de los valores respecto al error medio.

MejorSoludonConocida) SoluciénOktenida
MejorSoludonConocida
(31

Los problemas propuestos tendran un valor de
error medio y desviacion estdndar, que
representard la calidad de sus respuestas. Ademas
de esto, interesa el mejor valor de cada muestra
(mejor solucion alcanzada por muestra). La Tabla
4 resume los errores medios y las desviaciones
estandar para cada algoritmo en su respectivo
problema.

errorj
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Tabla 4. Error medio y desviacion estandar para bin packing
siny con rotacion (porcetanjes).

Sin Rotaciéon Con Rotacién

Error Medio Desviacién Estindar Error Medio Desviacion Estindar
2.368 1.62

3.082 2.10
3.042 2.30

Algoritmo

0.121
0.740
0.641

Apso 7.01
Apsorvns 7.21
ApSO+MUTACION 7.18

La Tabla 5 presenta los tiempos computacionales
requeridos por los algoritmos para cada problema.
En esta se ilustran dos tipos de tiempos: totales y
promedios por conjunto de problemas.

Eltiempo total se define como el tiempo necesario
para el algoritmo resolver todos los casos de
prueba 20 veces, mientras el tiempo promedio se
define como el tiempo necesario para resolver
todos los casos de prueba de una categoria
(pequena, mediana o gran escala) sobre el numero
total de casos de prueba.

4.2 Analisis
En esta seccion se realiza un analisis de los

algoritmos y de la metodologia desarrollada en
cada problema. En este se utilizan los descriptores
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Tabla 5. Tiempos utilizados por cada algoritmo (segundos).

Algoritmo
Problema Tiempos PSO PSO+VNS PSO+Mutacion
Bin packing Tiempo total 1,626,000 1,527,300 1,536,000
sin rotacion Tiempo promedio (pequefa y mediana escala) 132 125 128
Tiempo promedio (gran escala) 1,020 957 960
Bin packing Tiempo total 2,983,486 2,802,385 2,818,349
con rotacion Tiempo promedio (pequefia y mediana escala) 242 229 235
Tiempo promedio (gran escal a) 1,872 1,756 1,761

estadisticos (error medio y desviacion estandar) de
la calidad de las respuestas, el tiempo total
utilizado por cada algoritmo y se emplean las
mejores respuestas obtenidas para cada problema.

4.2.1 Analisis delos algoritmos

En la Tabla 4, se identifica el algoritmo con mejor
desempefio para los problemas propuestos en este
trabajo. El algoritmo A,,, presenta mejor
desempefio como puede observase en los
descriptores estadisticos de los problemas bin
packing cony sin rotacion. Los algoritmos A ¢, yxs
Y Aso o, PTESENtaN un desempefio aceptable.

En la Tabla 5 se evidencia que el algoritmo A,
requiere de los mayores tiempos de computo para
alcanzar las respuestas. Mientras los algoritmos
APSO+VNS y APSO+Mutacibn presentan desempeﬁos
similares, dados sus promedios de calidad y
tiempos de respuestas.

4.2.2 Analisis de la metodologia desarrollada
en cada problema

En la Tabla 6 se resumen y comparan los mejores
resultados alcanzados por la metodologia
propuesta. En esta se identifica que la metodologia
propuesta para resolver los problemas de bin
packing presenta un buen comportamiento, debido
a que en los problemas donde no se permite la
rotacion de piezas el 57% de las respuestas
reportadas son alcanzadas aunque en el 43%
restante no se logran superar. Obteniéndose un
comportamiento diferente cuando se permite la
rotacion de piezas, donde un 71 % de las
respuestas son igualadas y el 29% restante de las
soluciones superan las reportadas.

Tabla 6. Comparacion de resultados de los mejores resultados

Soluch Soluc Solnei
Superadas Igualadas Inferiores
Bin packing sin rotacion 0 16 12
Bin packing con rotacion 8 20 0

Problema

Igual ocurre al analizar la tabla 5, los tiempos de
respuestas de la metodologia propuesta son
excelentes para resolver los problemas de bin
packing de pequeiia y mediana escala (hasta 40
piezas) tiempos promedios de 128 y 235 segundos
respectivamente. Sin embargo, en los problemas
de bin packing de gran escala (hasta 100 piezas)
con y sin rotacion son requeridos unos tiempos
promedios relativamente altos de 16 y 30 minutos
respectivamente.

En la Tabla 4 se identifica que la metodologia
propuesta para problemas de bin packing con
rotacion de piezas se tiene error medio de 2%
respecto a la mejor respuesta reportada, no muy
lejos para los problemas con rotacion de piezas
con un error medio de 7% respecto a la mejor
respuesta reportada.

Dado que en aplicaciones reales se manejan en el
proceso de corte o empaquetamiento limites
maximos de desperdicio del 30%. Se concluye que
aplicando dichas metodologias se obtiene una
reduccion en las pérdidas del material de mas del
50%. El inconveniente en la aplicacion de estas
metodologias es el alto tiempo de computo cuando
serequiere resolver el problema en tiempo real.

S. Conclusiones
Se resolvio el problema de empaquetamiento

optimo bidimensional guillotinado en placas, con
y sin rotacion de las piezas mediante tres
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algoritmos: algoritmo cumulo de particulas,
algoritmo hibrido de cumulo de particulas y
busqueda en vecindario variable y algoritmo
hibrido de ctimulo de particulas, recocido
simulado y algoritmo genético, obteniendo
resultados de buena calidad.

Se adaptdé la codificacion arbol de cortes
presentada para el problema de disefio de planta,
combinando un arbol de valores binarios, en el cual
se orientan los cortes, con un arbol de valores reales
y el cual determina las distancias de los cortes. Esta
propuesta de codificacion presenta un gran
desempefio para este tipo de problemas debido a
que logra reducir el espacio de btisqueda con bajo
de riesgo de perder soluciones de buena calidad.

La metodologia propuesta obtiene particulares
resultados, en especial cuando se incluye la
posibilidad de rotar las piezas, algunos de estos no
estan reportados en la literatura especializada. Los
errores de desviacion de la metodologia propuesta
respecto a las mejores soluciones reportadas en la
literatura no son significativos y corroboran la
eficiencia de esta.

La codificacion propuesta es general y puede ser
usada en metodologias que empleen otras
técnicas de optimizacion tales como: Branch and
bound, Busqueda Tabu, GRASP, Colonia de
Hormigas, Algoritmos Genéticos, etc.

La metodologia propuesta podria adaptarse a
problemas como: la mochila bidimensional, strip
packing, entre otros, ademas la codificacion usada
en la solucion de este problema podria extenderse a
problemas de empaquetamiento en tres dimensiones.
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