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Resumen

Los nanotubos de carbono son una de las nanoestructuras más usadas para el desarrollo de nuevos nanodispositivos 
debido a sus excepcionales propiedades mecánicas, ópticas, químicas y eléctricas. En este trabajo, el método 
multiescala llamado mecánica molecular estructural se usó para estimar el módulo de Young y las frecuencias 
naturales de nanotubos de carbono de diferentes quiralidades y tamaños. Este método establece un enlace entre la 
mecánica molecular con la mecánica clásica por medio de balances de energía y permite reducir el tiempo de 
procesamiento en comparación con otros métodos. Los resultados de simulación obtenidos son acordes a los 
reportados en la literatura, en este caso, el módulo de Young varía entre 1.02 y 1.05 TPa, y las frecuencias naturales 
son del orden de GHz y son altamente dependientes de la quiralidad y de la relación longitud/radio. Teniendo en 
cuenta lo anterior, el método multiescala proporciona resultados de forma rápida y confiable, y es muy apropiado para 
el diseño de nanodispositivos, nanosensores y nanomáquinas. 

Palabras Claves: nanotubos de carbono, quiralidad, módulo de Young, frecuencia natural, método multiescala, 
mecánica molecular estructural. 

Abstract

Keywords: carbon nanotubes, chirality, Young's modulus, natural frequency, multiscale method, structural molecular 
mechanics.

Carbon nanotubes are one of the most used nanostructures for the development of new nanodevices due to their 
exceptional mechanical, chemical and electrical properties. In this work, the multiscale method called structural 
molecular mechanics was used to estimate Young's modulus and the natural frequencies of carbon nanotubes of 
different chirality and sizes. This method establishes a linkage between the molecular mechanics with classical 
mechanics by means energy balance and allows reducing the processing time in comparison with other methods. The 
obtained simulation results are in agreement with those reported in the literature, in this case, Young modulus's value 
varies between 1.02 a 1.05 TPa, and the natural frequencies are in the order of GHz and are highly dependent of 
chirality and the length/radius relation. Taking in account the above, the multiscale method provides fast and reliable 
results and is very suitable for the design of nanodevices, nanosensors and nanomachines.
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1. Introducción

Uno de los nanomateriales más importantes que se 
encuentran bajo investigación son los nanotubos 
de carbono CNTs (Carbon Nanotubes). Éstos se 
hacen cada vez más populares en la industria 
porque evidencian propiedades químicas, 
mecánicas, eléctricas, térmicas y ópticas 
excepcionales, Dresselhaus et al. (1995), 
Kalamkarov et al. (2006). 

Estructuralmente, los CNTs son como una lámina 
de grafeno enrollada sobre sí misma, dando lugar a 
un cilindro (Nanotubo de carbono monocapa 
SWCNT, “Single Walled Carbon Nanotubes”) o 
como varios cilindros concéntricos (Nanotubos de 
carbono de capa múltiple MWCNT, “Multi 

Walled Carbon Nanotubes”) como se muestra en 
la Figura 1. Cada nanotubo está formado por 
anillos hexagonales de carbono que se repiten, 
permitiendo que cada átomo tenga un enlace con 
otros tres átomos vecinos. Estos enlaces son muy 
fuertes debido a que son covalentes, por 
hibridaciones sp . 

Los nanotubos se caracterizan por su diámetro, 
longitud y quiralidad siendo esta última 
determinante en las propiedades. La quiralidad 
hace referencia a la forma en la que se da el 
“enrollamiento” del nanotubo y se determina 
geométricamente por un vector quiral OA con los 
parámetros (n,m) según a  y a , o un ángulo quiral 
θ, mostrados en la Figura 2. De acuerdo con la 
quiralidad los nanotubos se clasifican en 

2

1 2

Figura 1. Nanotubos multicapa (MWCNT ) con 2, 5 y 7 capas . 

“armchair”, “zigzag” o quiral como se muestra en 
la Figura 3; cuando n=m ó θ=30° es un nanotubo 
armchair, cuando m=0 ó θ=0° es un nanotubo 
zigzag, cualquier otra forma es un nanotubo quiral.

Sin embargo, la realización de pruebas 
experimentales y los análisis teóricos cuánticos y 
moleculares de los nanotubos de carbono, 
requieren un alto costo económico y 

Figura 2. Vector y ángulo de quiralidad, vectores unitarios 
a  y a1 2 

computacional, respectivamente. Entonces, es 
necesario desarrollar otras formas de análisis para 
identificar las propiedades y comportamiento de 
los nanotubos de carbono, que permitan obtener 
resultados de forma rápida y con un bajo costo 
computacional, Maiti (2008). Inicialmente, se 
propusieron métodos teóricos basados en la 
mecánica clásica, Odegard et al. (2002), los cuales 
impiden realizar una caracterización atómica y 
una visualización de comportamientos no 
considerados por la mecánica tradicional 
relacionados con las fuerzas interatómicas.    

Por lo tanto, otros investigadores proponen 
enlazar la química computacional con la mecánica 
de sólidos reemplazando estructuras moleculares 
discretas con modelos continuos equivalentes. Li 
y Chou  (2003 a, b) propusieron un método 
analítico tipo multiescala denominado mecánica 
molecular estructural. Ellos, considerando la 
semejanza entre los fullerenos y las estructuras 
geodésicas, y basados en el modelo analítico 
mecánico para estas estructuras (tipo armadura), 
plantearon un acople entre energías de 
deformación atómicas y macroscópicas para 
modelar los nanotubos de carbono. Ésta y otras 
técnicas similares han sido desarrolladas para 
identificar las propiedades y el comportamiento 
mecánico de los nanotubos de carbono Fan et al. 
(2009), Giannopoulos et al. (2008), Sakhaee-Pour 
et al. (2008), Tserpes y Papanikos (2005).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, 
en este trabajo se usa el método de la mecánica 
molecular estructural con el propósito de calcular 
el módulo de elasticidad y la frecuencia natural de 
nanotubos de carbono considerando diferentes 
valores en los parámetros de quiralidad, diámetro 
y longitud. Los resultados obtenidos permiten 
validar este método para estudiar las propiedades 
mecánicas de los CNTs y muestran que la 
quiralidad, el diámetro y longitud son parámetros 
que se deben considerar en el diseño estructural de 
los  nanodispos i t ivos ,  nanosensores  y  
nanomáquinas.

Este artículo se organiza de la siguiente manera: en 
la segunda sección se presenta el método de la 
mecánica molecular estructural considerando los 
b a l a n c e s  d e  e n e rg í a s  m o l e c u l a r e s  y  
macroscópicas, y el enlace entre ellas; también se Figura 3. Clasificación de los CNTs por la quiralidad. 
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enlaces covalentes de los átomos de carbonos 
como vigas y las uniones (nodos) como los 
átomos con la masa concentrada, en este 
modelo el radio de los átomos se desprecia 
por ser muy pequeño en comparación con la 
longitud de los enlaces. De esta forma, se 
genera una matriz de rigidez, donde las 
propiedades de las vigas se modelan haciendo 
una equivalencia de energías entre la 
mecánica molecular y la energía de 
deformación elás t ica  de una viga 
considerando la mecánica clásica.

2.1.1 Balance de energía estérica de la 
mecánica molecular

En la Figura 4 se muestran las interacciones 
atómicas para calcular la energía potencial de 
un nanosistema (llamada energía estérica) en 
función de las posiciones de los átomos según 
la mecánica molecular, la cual considera 
como parámetros las constantes de las fuerzas 
de tensión y flexión del enlace, y permite 
interacciones entre átomos no enlazados. Un 
campo de fuerza se expresa como la energía 
potencial estérica y se describe en la Ec. (1). 

En donde Ur es la energía de estiramiento, Uθ 
es la energía de flexión, UØ es la energía 
debida al ángulo de torsión dihédrico, Uω la 
energía de torsión fuera del plano y Uvdw la 
energía debida a las fuerzas de atracción-
repulsión de van der Waals.

Las interacciones de van der Waals son 
despreciables en comparación a las fuerzas 
ejercidas por los enlaces covalentes entre los 
átomos de carbono. De igual forma, para 
deformaciones pequeñas se utiliza una 
aproximación armónica que permite que las 
energías debidas a la torsión fuera del plano y 
dihédrica se consideren en un solo término. 
Los valores de las energías de los tres términos 
resultantes están dados por las Ec. (2), (3) y 
(4).

2.1.2 Balance de la energía de deformación 
de la mecánica del medio continuo

En donde k k y k son las constantes de: r, θ  τ 

estiramiento de enlace, resistencia a la flexión 
y resistencia a la torsión; Δr, Δθ y ΔØ  
representan el incremento en el estiramiento 
del enlace, la variación del ángulo de enlace y 
la variación del ángulo de enlace por torsión, 
respectivamente.

Para modelar la energía de deformación de una 
viga elástica de área transversal constante se 
consideran los cambios en la energía debidos a 
fuerzas axiales UA,  momentos flectores UM y 
momentos torsores UT descritos por las Ec. (5), 
(6) y (7).

En donde N es la fuerza normal, M un momento 
flector, T un par torsor, E el módulo de elasticidad, 
A el área transversal, L la longitud, G el modulo de 
cortante, J el momento polar de inercia,  ΔL la 
elongación, Δα el ángulo de rotación en los 
extremos de la viga y Δβ la rotación relativa entre 
los extremos de  la viga.

2.1.3 Enlace de energías para determinar las 
constantes en el modelo de viga elástica

Considerando enlaces entre las energías de la 
mecánica molecular y la mecánica del medio 
continuo, se obtienen las Ec. (8), (9) y (10). Se 
asume que el área transversal de la viga es circular, 

2con diámetro d, área A= /4, momento de inercia 
I= /64, momento polar de inercia J= /32, y 
longitud L=0.1421nm, que es la distancia del 
enlace doble entre átomos de carbono en un 
sistema en equilibrio (a ).

Donde las constantes moleculares para el carbono 
se obtienen de estudios basados sobre campos de 
fuerza, Cornell et al. (1995); kr=938 kcal mol  Å   
= 6.52x10 N nm , kθ =126 kcal mol  rad  = 
8.76x10 N nm rad , kτ=40 kcal mol  rad = 2.78 
x10  N nm rad .

Reemplazando los valores anteriores en las Ec. 
(8), (9) y (10) se obtienen L=0.1421nm, 
d=0.147nm, E=5.49TPa y G=0.871TPa para cada 
elemento tipo viga. El radio del átomo rc=2.7x10  
Å es despreciable, y la masa se asume como 
puntual en los nodos (átomos de carbono) y tiene 
un valor de mc=1.9943x10 g.  

πd 
4 4πd πd 
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describe el Modelamiento de los nanotubos de 
carbono mediante el método de elementos finitos 
(FEM, “Finite Elements Method”). En la tercera 
sección se presentan los resultados de simulación 
del cálculo del módulo de Young y las frecuencias 
naturales de nanotubos de carbono con diferentes 
quiralidades, diámetros y longitudes. Finalmente, 
en la cuarta sección se presentan las conclusiones 
de este trabajo.

En esta sección se presenta el modelamiento de los 
enlaces moleculares mediante balances de energía 
según la mecánica molecular y la mecánica del 
medio continuo. También se describe el 
modelamiento de los nanotubos de carbono 
usando elementos finitos en ANSYS.

2. Modelamiento de nanotubos de carbono 
usando el método la mecánica molecular 
estructural

2.1 Modelamiento de los enlaces 
moleculares

El método multiescala propuesto por Li y 
Chou (2003 a, b), consiste en modelar la 
estructura del nanotubo asumiendo los 

Figura 4. Interacciones atómicas debidas a los enlaces y no enlaces. 
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2.2 Modelamiento de los nanotubos de carbono 
usando elementos finitos

Los nanotubos de carbono se modelan en 
elementos finitos usando el programa ANSYS 12. 
Con el propósito de mitigar los errores numéricos 
por underflow, y considerando que las longitudes 
y masas son muy pequeñas, se utilizan los 
siguientes ajustes de normalización:

L  = 10 L, F  = 10 F, M  = 10 M

Donde el subíndice an es el valor asociado en 
ANSYS a las dimensiones reales de longitud L en 
m, fuerza F en N y masa M en kg. Esta 
normalización ocasiona ajustes en E: el módulo de 
elasticidad en Pa; G: el módulo de cortante en Pa; 
y f: la frecuencia en Hz. 

E  = E, G  = G, f  = 10 f,

Para los enlaces entre átomos de carbono se usa el 
elemento uniaxial tipo viga BEAM4 que permite 
llevar a cabo análisis en tensión, compresión, 
torsión y pandeo; este elemento está definido por 2 
o 3 nodos según la orientación de la viga y tiene 6 
grados de libertad por cada uno de ellos. Los 
requerimientos son el área transversal, 2 
momentos de inercia, 2 direcciones y las 
propiedades del material. Para determinar los 
modos de vibración del nanotubo se ubican las 
masas puntuales en los extremos de las vigas con 
el elemento puntual de masa MASS21, que tiene 6 
grados de libertad y concentra los componentes de 
masa e inercia en un solo punto, Ansys Inc (2009). 

La geometría se modela utilizando APDL de 
ANSYS para generar los puntos y uniones de 
nanotubos de tipo armchair y zigzag de cualquier 
longitud. 

3. Resultados de simulación, cálculos y análisis 
del módulo de elasticidad y las frecuencias de 
vibración de nanotubos de carbono

En esta sección se presentan los resultados de 
simulación y cálculos para el módulo de 
elasticidad y las frecuencias naturales de los 
nanotubos de carbono para diferentes 
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quiralidades, diámetros y longitudes. También se 
presenta un análisis detallado sobre los resultados 
obtenidos.

3.1 Módulo de elasticidad de nanotubos de 
carbono

Para determinar el módulo de elasticidad de los 
nanotubos de carbono se usa un modelo estático, 
en el que se calcula la elongación total HN como el 
resultado de las interacciones entre los enlaces. El 
módulo de elasticidad está dado por la Ec. (11) y el 
subíndice N índica que son dimensiones del 
nanotubo.

Donde FN es la fuerza total aplicada y AN el área 
transversal según la Ec. (12). 

Donde dN es el diámetro del nanotubo según la 
quiralidad y t el espesor efectivo de capa. dN está 
descrito por la Ec. (13)  

En la literatura se han propuesto diferentes 
espesores efectivos de capa para diferentes 
métodos teóricos, que van desde 0.064 hasta 0.69 
nm, pero la mayoría de estudios proponen un 
espesor de capa igual a 0.34nm que es la distancia 
de separación entre capas de MWCNTs. En la 
Tabla 1 se presentan los valores calculados en este 
trabajo para un nanotubo de carbono con 
quiralidad (8,8) y diferentes métodos de análisis 
con diferentes espesores de capa.

Los resultados obtenidos son acordes a los 
reportados en otros estudios que usaron métodos 
cuánticos, moleculares y multiescala, lo cual 
valida el procedimiento estático del método de  la 
mecánica molecular estructural. La mayoría de los 
resultados reportados presentan datos generales 
del módulo de elasticidad sin especificar la 
quiralidad, el diámetro y la longitud del nanotubo, 
sin embargo, estos parámetros deben ser 
considerados para el modelamiento y el diseño. En 

(11)

(12)

(13)

 

Investigadores Método 
Espesor de 
capa [nm] 

E              
[TPa] 

E  trabajo 
actual 
[TPa] 

Tombler et al. (2000) Experimental: 3 puntos de flexión 
 

1.2 
 

Cooper et al. (2001) Experimental: Espectroscopia Raman 
 

0.78-2.34 
 

Lourie, Wagner (1998) Experimental: Espectroscopia Raman 
 

2.8-3.6 
 

Yacobson et al (1996) Dinámica Molecular 0.066 5.5 5.36 

Xin et al (2000) Teoría de banda de energía electrónica 0.074 5.1 4.78 

Pantano et al.(2004) Mecánica clásica, capas continuas 0.075 4.84 4.71 

Tu et al. (2002) Modelo aproximado de densidad local 0.075 4.7 4.71 

Kudin et al (2001) ab initio 0.0894 3.86 3.95 

Tserpes, Papanikos (2005) Multiescala: Dinámica molecular+FEM 0.147 2.38 2.40 

Hernández et al (1998) 
Dinámica molecular: orbitales moleculares(Teoría 

de funcionales de la densidad DFT) 
0.34 1.24 1.04 

Jin, Yuan (2003) Dinámica molecular 0.34 1.238 1.04 

Li, Chou (2003a) 
Multiescala: campos de fuerzas moleculares + 

matriz de rigidez 
0.34 1.02 1.04 

Sears, Batra (2004) Mecánica molecular 0.34 0.99 1.04 

Lu  (1997) 
Dinámica molecular (modelo empírico de 

constantes de fuerza 
0.34 0.975 1.04 

Odegard (2002) Modelo continuo equivalente 0.69 
 

0.51 

Este Trabajo 
Multiescala: Campos de fuerzas 

moleculares+FEM 
0.34 

 
1.04 

Tabla 1. Módulo de elasticidad para diferentes espesores propuestos de un nanotubo de carbono (8,8)

la Figura 5 se presentan las variaciones del módulo 
de Young, el cual es inversamente proporcional al 
espesor de capa. Los valores encontrados usando 
el valor de 0.34nm son acordes a los resultados 
experimentales, por esta razón se selecciona este 
espesor de capa para el modelamiento de los 
CNTs.
 
Teniendo en cuenta lo anterior, los parámetros a 
evaluar son la quiralidad y el diámetro del 
nanotubo para el módulo de elasticidad. 
Simulando una prueba de tensión (ver Figura 6a) 
en nanotubos tipo armchair  y zigzag de diferentes 
diámetros, se calcula el módulo de elasticidad para 

los CNTs con relaciones de longitud / radio 
(LN/rN) entre 10.20 y 10.45. Estos resultados son 
mostrados en la Figura 7 y el comportamiento de la 
curva es similar al presentado en otros estudios 
que realizan  análisis teóricos, como en 
Thostenson et al. (2001). Adicionalmente se 
observa una mayor dependencia del módulo de 
elasticidad con respecto al diámetro que a la 
quiralidad, y el módulo se incrementa en forma no 
lineal con respecto al diámetro; también, el 
módulo es mayor en los nanotubos tipo armchair 
que en los zigzag, esta diferencia es más acentuada 
para los diámetros más grandes.

A = π d tN N 
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grados de libertad y concentra los componentes de 
masa e inercia en un solo punto, Ansys Inc (2009). 

La geometría se modela utilizando APDL de 
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nanotubos de tipo armchair y zigzag de cualquier 
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presenta un análisis detallado sobre los resultados 
obtenidos.
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transversal según la Ec. (12). 
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sin embargo, estos parámetros deben ser 
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Xin et al (2000) Teoría de banda de energía electrónica 0.074 5.1 4.78 

Pantano et al.(2004) Mecánica clásica, capas continuas 0.075 4.84 4.71 

Tu et al. (2002) Modelo aproximado de densidad local 0.075 4.7 4.71 

Kudin et al (2001) ab initio 0.0894 3.86 3.95 
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la Figura 5 se presentan las variaciones del módulo 
de Young, el cual es inversamente proporcional al 
espesor de capa. Los valores encontrados usando 
el valor de 0.34nm son acordes a los resultados 
experimentales, por esta razón se selecciona este 
espesor de capa para el modelamiento de los 
CNTs.
 
Teniendo en cuenta lo anterior, los parámetros a 
evaluar son la quiralidad y el diámetro del 
nanotubo para el módulo de elasticidad. 
Simulando una prueba de tensión (ver Figura 6a) 
en nanotubos tipo armchair  y zigzag de diferentes 
diámetros, se calcula el módulo de elasticidad para 

los CNTs con relaciones de longitud / radio 
(LN/rN) entre 10.20 y 10.45. Estos resultados son 
mostrados en la Figura 7 y el comportamiento de la 
curva es similar al presentado en otros estudios 
que realizan  análisis teóricos, como en 
Thostenson et al. (2001). Adicionalmente se 
observa una mayor dependencia del módulo de 
elasticidad con respecto al diámetro que a la 
quiralidad, y el módulo se incrementa en forma no 
lineal con respecto al diámetro; también, el 
módulo es mayor en los nanotubos tipo armchair 
que en los zigzag, esta diferencia es más acentuada 
para los diámetros más grandes.

A = π d tN N 
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Considerando que la elongación total del 
nanotubo es el resultado de la interacción entre los 
enlaces, una posible explicación de la diferencia 
del valor para el módulo de elasticidad entre 
nanotubos tipo armchair  y zigzag es la dirección 
de los enlaces con respecto a la dirección de la 
carga. En el nanotubo tipo armchair todos los 
enlaces forman ángulos con respecto a la 
dirección de la fuerza, mientras que en los zigzag 
un tercio de los enlaces están alineados con ella. 

Algunos autores, Li y Chou (2003a) y Tserpes y 
Papanikos (2005), proponen que la dependencia 
del módulo de elasticidad con respecto al diámetro 
se debe a la curvatura del nanotubo. Entre más 
pequeño sea el diámetro, el efecto de la curvatura 
genera una mayor distorsión de los enlaces 
carbono-carbono de la red cristalina, mientras que 
si el diámetro aumenta la curvatura disminuye 
gradualmente aproximándose a una capa de 
grafeno, por lo cual el módulo de elasticidad 
alcanza aproximadamente el mismo valor de éste, 
1.03-1.06 TPa, Han et al. (2010). Este efecto se 
puede observar en la Figura 8, la cual muestra 
nanotubos tipo armchair (6,6), (10,10) y (12,12); a 
medida que el diámetro aumenta, los enlaces 
forman ángulos cada vez más pequeños con los 
enlaces vecinos, generando una mayor estabilidad 
de la estructura. Entonces, el comportamiento 
elástico de los nanotubos de carbono es 
consecuencia directa de su estructura atómica, 
debido tanto a la quiralidad, como a la curvatura 
del diámetro. 

Como segundo parámetro se estudió la 
dependencia de la longitud del nanotubo en el 
módulo de elasticidad, en este caso se realizaron 
simulaciones para tres nanotubos tipo armchair y 
tipo zigzag con relaciones de longitud/radio entre 
10 y 70. En la Figura 9 se presentan estos 
resultados. 

Las curvas del módulo de elasticidad con respecto 
a la relación longitud/radio de los nanotubos de 
carbono presentan un comportamiento no lineal. 

Para los nanotubos tipo zigzag la variación es 
despreciable, pero para los nanotubos tipo 
armchair se observa una mayor dependencia de la 
longitud, especialmente cuando el diámetro es 
pequeño; por ejemplo para el caso (6,6) 
considerando el cambio en la relación L/r entre 10 
y 30, el módulo de elasticidad presenta una 
diferencia mayor a 10GPa. En todos los nanotubos 
se observa que para relaciones L/r mayores a 30, el 
módulo tiende a estabilizarse y las curvas 
convergen asintóticamente. 

Figura 5. Variación del módulo de elasticidad de un nanotubo 
de carbono (8,8)  con diferentes espesores de capa.

Este trabajo, Otros trabajos.
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Figura 6. Nanotubos de carbono con fuerzas aplicadas: 
a.armchair sometido a tensión, b. zigzag empotrado con las 
masas puntuales en los nodos.

Figura 8. Curvatura por los enlaces en nanotubos (6,6), (10,10) y (12,12)

Figura 7. Módulo de elasticidad de nanotubo de carbono de 
diferentes diámetros y quiralidades. armchair, zigzag.

Figura 9. Módulo de elasticidad según relación longitud/radio para nanotubos a. armchair, ♦  (6,6)   ■  (12,12)  

▲  (16,16)  b. zigzag  ♦  (8,0)  ■  (14,0)  ▲ (20,0).     

a. b. 
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Considerando que la elongación total del 
nanotubo es el resultado de la interacción entre los 
enlaces, una posible explicación de la diferencia 
del valor para el módulo de elasticidad entre 
nanotubos tipo armchair  y zigzag es la dirección 
de los enlaces con respecto a la dirección de la 
carga. En el nanotubo tipo armchair todos los 
enlaces forman ángulos con respecto a la 
dirección de la fuerza, mientras que en los zigzag 
un tercio de los enlaces están alineados con ella. 

Algunos autores, Li y Chou (2003a) y Tserpes y 
Papanikos (2005), proponen que la dependencia 
del módulo de elasticidad con respecto al diámetro 
se debe a la curvatura del nanotubo. Entre más 
pequeño sea el diámetro, el efecto de la curvatura 
genera una mayor distorsión de los enlaces 
carbono-carbono de la red cristalina, mientras que 
si el diámetro aumenta la curvatura disminuye 
gradualmente aproximándose a una capa de 
grafeno, por lo cual el módulo de elasticidad 
alcanza aproximadamente el mismo valor de éste, 
1.03-1.06 TPa, Han et al. (2010). Este efecto se 
puede observar en la Figura 8, la cual muestra 
nanotubos tipo armchair (6,6), (10,10) y (12,12); a 
medida que el diámetro aumenta, los enlaces 
forman ángulos cada vez más pequeños con los 
enlaces vecinos, generando una mayor estabilidad 
de la estructura. Entonces, el comportamiento 
elástico de los nanotubos de carbono es 
consecuencia directa de su estructura atómica, 
debido tanto a la quiralidad, como a la curvatura 
del diámetro. 

Como segundo parámetro se estudió la 
dependencia de la longitud del nanotubo en el 
módulo de elasticidad, en este caso se realizaron 
simulaciones para tres nanotubos tipo armchair y 
tipo zigzag con relaciones de longitud/radio entre 
10 y 70. En la Figura 9 se presentan estos 
resultados. 

Las curvas del módulo de elasticidad con respecto 
a la relación longitud/radio de los nanotubos de 
carbono presentan un comportamiento no lineal. 

Para los nanotubos tipo zigzag la variación es 
despreciable, pero para los nanotubos tipo 
armchair se observa una mayor dependencia de la 
longitud, especialmente cuando el diámetro es 
pequeño; por ejemplo para el caso (6,6) 
considerando el cambio en la relación L/r entre 10 
y 30, el módulo de elasticidad presenta una 
diferencia mayor a 10GPa. En todos los nanotubos 
se observa que para relaciones L/r mayores a 30, el 
módulo tiende a estabilizarse y las curvas 
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  Trabajo  actual 
[Tpa]  

Mecánica 
molecular  

[TPa]  
Diferencia  

Dinámica 
molecular   

[TPa]  
Diferencia  

10.52 0.211  0.220  4.3%  0.212  0.5%  

12.70 0.148  0.156  5.5%  0.150  1.4%  

14.15 0.120  0.128  6.4%  0.123  2.3%  

16.32 0.092  0.098  6.3%  0.094  2.0%  

 

Los nanotubos de diámetros más pequeños son los 
que presentan una mayor variación en la curva del 
módulo de elasticidad vs longitud/radio, esto se 
debe al efecto de la distorsión de los enlaces por la 
curvatura como se mencionó anteriormente. El 
efecto de la quiralidad se muestra en la Figura 10 
para las estructuras (6,6) y (8,0), cada una con 3 
hileras de celdas hexagonales a lo largo del eje. Se 
puede observar que longitudinalmente el 
nanotubo armchair tiene un número irregular de 
átomos (3 o 4), mientras que en el zigzag el 
número de átomos es constante (4); la anterior 
irregularidad y la cantidad de enlaces paralelos a la 
fuerza, ocasionan una variación en la elongación 
respecto a la longitud inicial. Cuando la longitud 
es mayor (mayor cantidad de celdas hexagonales 
en la dirección del eje), la relación de deformación 
del nanotubo se estabiliza puesto que la diferencia 
en la cantidad de átomos se hace menos 
significativa; dando como resultado la 
convergencia del módulo de elasticidad 
observado en la Figura 9.

3.2 Frecuencias naturales de nanotubos de 
carbono

Con el propósito de validar el método multiescala 
de la mecánica molecular estructural para los 
análisis modales, se llevaron a cabo simulaciones 
para un nanotubo (5,5) con diferentes relaciones 
de longitud-radio, y los resultados se compararon 
con los obtenidos en dinámica molecular, Duan et 
al. (2007) y mecánica molecular, Chowdhury et al. 
(2010). Los resultados de simulación de la primera 
frecuencia natural en THz para los tres métodos se 
muestran en la Tabla 2, y se obtuvieron diferencias 
aceptables, menores al 7%. Además, en las 

simulaciones realizadas con los métodos de la 
mecánica molecular estructural y de la mecánica 
molecular, el valor de los dos primeros modos de 
vibración es el mismo, pero con diferentes planos 
de simetría. Entonces, los resultados confirman la 
validez de utilizar el método multiescala en el 
análisis modal de los nanotubos.

Mediante técnicas experimentales, como 
espectroscopía Raman y difracción de rayos X se 
han observado posibles comportamientos 
vibratorios de los nanotubos de carbono, Gao et al. 
(1998), Li y Chang (2009), sin embargo, por las 
limitaciones de las pruebas experimentales los 
resultados no son comparables con los obtenidos 
en las simulaciones ya que no consideran 
parámetros como diámetro, quiralidad y longitud 
de los nanotubos simulados, además las 
condiciones de borde empleadas son diferentes. 
No obstante, los resultados de simulación y los 
experimentales concuerdan en que las frecuencias 
para los CNTs están en la escala de los GHz, y con 
valores mayores a los de los nanoresonadores de 
alta frecuencia como los fabricados con carburo de 
silicio (SiC), Jiang et al. (2006).  Ésta 
característica es aprovechada para diseñar 
sensores de masa debido a su alta resolución y 
velocidad de la señal.

Una vez validado el método multiescala para 
análisis modal y con el propósito de evaluar el 
efecto de la quiralidad y la relación longitud/radio 
sobre las frecuencias naturales del sistema, se 
simulan los nanotubos (6,6), (12,12), (16,16), 
(8,0), (14,0) y (20,0) con diferentes longitudes y en 
configuración de viga en voladizo. Estos 
resultados se presentan en la Figura 11, en la cual 
se muestran las frecuencias naturales de 
nanotubos armchair y zigzag para relaciones 
LN/rN entre 10 y 70.

El comportamiento de las curvas de las 
frecuencias mostradas en la Figura 11, es acorde 
con los resultados presentados por otros autores, 
Zhao et al. (2002), Li y Chou (2003b), Chowdhury 
et al. (2010) y Duan et al. (2007). En ésta Figura se 
observa que las  curvas presentan un 
comportamiento no lineal con respecto a la 
relación LN/rN, de modo que la frecuencia natural 
disminuye con el aumento del diámetro o la 
longitud. También se observó que el efecto de la 

quiralidad no es significativo, por ejemplo para 
diámetros similares como los presentados en los 
CNTs (20,0) y (12,12) (diámetros de 1.56nm y 
1.63nm, respectivamente) los valores de las 
frecuencias son cercanos.

Con el fin de comparar el comportamiento entre 
los CNTs como vigas en voladizo y una viga de 
material continuo, se realizó una linealización 
para las curvas de frecuencia y se obtuvo el 

Tabla 2. Comparación de resultados par la primera frecuencia natural en GHz, del método multiescala empleado con dinámica 
y mecánica molecular

Figura 10. Estructura de nanotubo a. armchair (6,6) y b. 
zigzag (8,0)

Figura 11. Modos de vibración según la relación 
longitud/radio para nanotubos  a. armchair, ♦  (6,6)   
■  (12,12)  ▲  (16,16)  b. zigzag,  ♦  (8,0)  ■  (14,0)  

▲ (20,0).
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  Trabajo  actual 
[Tpa]  

Mecánica 
molecular  

[TPa]  
Diferencia  

Dinámica 
molecular   

[TPa]  
Diferencia  
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modelo matemático descrito por la Ec. (14), en 
donde ωnN es la frecuencia natural del nanotubo; 
los valores del coeficiente a varían con la 
quiralidad y el diámetro del nanotubo. 

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos de la 
linealización se calcularon los valores de los 
coeficientes para cada quiralidad, lo cual se 
muestra en la Tabla 3. Al observar los coeficientes 
de los nanotubos (20,0) y (12,12), se confirma que 
el efecto de la quiralidad en los valores de la 
frecuencia natural es irrelevante, y el coeficiente a 
decrece cuando aumenta el diámetro, pero no de 
forma   proporcional.

Los resultados obtenidos están de acuerdo con la 
teoría para vigas elásticas en voladizo y de área 
transversal constante, cuyo comportamiento está 
dado por la Ec. (15), donde ωn es la frecuencia 
natural de la viga continua, βi es la constante del 
modo i según las condiciones de borde, E es el 
módulo de elasticidad y es constante para un 
material convencional, I es el momento de inercia 
y es constante para un área transversal constante, q 
es la distribución lineal de masa o masa por unidad 
de longitud y L es la longitud de la viga. 

Para una viga de material continuo q es constante y 
la longitud L afecta la frecuencia natural por un 
factor de L . Sin embargo, en el nanotubo de 
carbono la masa no es continua sino puntual en los 
nodos de la estructura, lo cual implica que el 
comportamiento de la frecuencia se afecta con el 
cambio de longitud de forma L .

-2

-1.96

En el análisis modal realizado, se obtuvieron los 
diez primeros modos de vibración para nanotubos 
armchair y zigzag en configuración de cantiléver, 
los cuales se muestran en la Figura 12. Estos 
modos son similares a los reportados en estudios 
que usan métodos multiescala, sin embargo, en la 
literatura consultada no se han reportado los 
modos de vibración con análisis teóricos 
moleculares ni experimentales, lo cual no permite 
la validación de los mismos.

4.  Conclusiones

El comportamiento elástico y las frecuencias de 
vibración de los CNTs son consecuencia directa de 
su estructura atómica, es decir de los parámetros: 
espesor de capa, diámetro, quiralidad y relación 
LN/rN.

El valor del módulo de elasticidad es 
inversamente proporcional al espesor de capa. En 
este trabajo se seleccionó como espesor 0.34 nm 
que es la distancia de separación entre capas en los 
MWCNTs.

El módulo de elasticidad es mayor a medida que se 
incrementa el diámetro; con una diferencia de 
diámetros de 0.6nm a 2.3nm, el módulo varía 
desde 1.023TPa hasta 1.045TPa. La variación es 
más relevante para diámetros pequeños y el valor 
tiende a estabilizarse para diámetros grandes.

El módulo de elasticidad en CNTs zigzag es un 
poco mayor que en CNTs armchair para diámetros 
similares, la diferencia es mayor si el diámetro es 
grande y es de aproximadamente 5 GPa para 
diámetros mayores a 1.5 nm. 

La variación de la relación LN/rN afecta en mayor 
proporción el módulo de elasticidad de los 
nanotubos tipo armchair que de los nanotubos tipo 
zigzag; a partir de una relación mayor a 30 el valor 
del módulo de elasticidad se estabiliza tendiendo a 
un valor constante.

Las dos primeras frecuencias naturales de los 
CNTs, independientemente de la quiralidad y en 
configuración de cantiléver, son iguales en valor y 
su modo de vibración difiere en el plano de 
simetría. 

Tabla 3. Coeficientes de la ecuación de las 
curvas ω  vs L /rN N N

Nanotubo Coeficiente a
(6,6) 1.82x104

(12,12) 9.10x103

(16,16) 6.82x103

(8,0) 2.27x104

(14,0)

 

1.34x104

(20,0)

 
9.37x103

Figura 12. Modos de vibración de un nanotubo de carbono (5,5)  a) primer modo  y b) segundo modo

b.

a.

Las frecuencias naturales de los nanotubos de 
carbono disminuyen a medida que es mayor el 
diámetro o la longitud, y la quiralidad no afecta 
estas frecuencias. 

El comportamiento de las frecuencias no es lineal 
con respecto a la longitud y varía de la forma L-
1.96 según el modelo matemático desarrollado en 
este trabajo. 

Los valores de los coeficientes para determinar las 
frecuencias naturales son independientes de la 
quiralidad, sin embargo, estos valores disminuyen 

cuando aumenta el diámetro del nanotubo, pero no 
de forma lineal.

El método multiescala de la mecánica molecular 
estructural permite obtener resultados confiables 
en algunos segundos usando pocos recursos 
computacionales en comparación con los métodos 
moleculares que tardan varias horas. 

La quiralidad, el diámetro y longitud son 
parámetros que se deben considerar en el diseño 
estructural de los nanodispositivos, nanosensores 
y nanomáquinas. 

(14)

(15)
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